ekillik Fonksiyonlari

Tekillik fonksiyonlari, sureksiz veya turevleri sureksiz olan
fonksiyonlardir.

u(t) A

0

e
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Birim Basamak Fonksiyonu

u(t —ty) A

e = s == - = =

-
="
-'h.

m,

0,
u(t — ty) = |

u(t + ty) = {?

¥

k.

<ty
I > 1

< —1
) :::“ o f[]
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Birim Basamak Fonksiyonu

o a 5 : —a
Vou(r) V, C_D

O b o b
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Birim Darbe (Impulse) Fonksiyonu

>

(1)

0
d »

o(t) = EH(I) = { Undefined,
0,

<0

t >0

6(1) 4 ()
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Birim Darbe (Impulse) Fonksiyonu

Birim darbe fonksiyonu §(¢), t = 0 haricinde her yerde Q'dir.

t = 0 aninda ise tanimsizdir

0"
J o(t) dt = 1

()

58(t + 2)
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u(t) A

Birim Rampa Fonksiyonu

r(t) = J u()dt = tu(r)

oo
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Birim Rampa Fonksiyonu

r{t—ty)

0, t = 1, 0 t= —t
r — 1 — | V f | { — ’
= 1) { = £+ fo) {r + 10, 1= —1
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ekillik Fonksiyonlari

Soru: Grafikte verilen voltaj sinyalini birim basamak fonksiyonu
lle ifade ediniz. Buldugunuz fonksiyonun turevini aliniz ve
grafigini ciziniz.

v(1) A

10 -
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ekillik Fonksiyonlari

10u(r —2) A —10u(r—5) A
10 |- — | 10 -
| > 0 I R B >
0o 1 2 t 1 2 3 4 5 t
10 - I

o(f) = 10u(t — 2) — 10u(t — 5) = 10[u(t — 2) — u(t — 5)]

dv
dr A
10
dv
— = 10[o(f — 2) — &(t — 5
o [o( ) ( )]
D | |




Odev: Grafikte verilen voltaj sinyalini birim basamak

ekillik Fonksiyonlari

fonksiyonu ile ifade ediniz. Buldugunuz fonksiyonun integralini

aliniz

ve grafigini ciziniz.
i(7) A
10
0 >
2 4 f
10 L
u(t) — 2u(t — 2) + u(t — 4)]

10
10

r(t) — 2r(t — 2) + r(t — 4)]

fz‘d.ux

20 -

!
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ekillik Fonksiyonlari

Soru: Verilen testere disi fonksiyonunu tekillik fonksiyonlari ile

ifade ediniz.
(1) A

10 -

0 2 t

v(t) = Stlu(t) — u(t — 2)]
= Stu(t) — Stu(t — 2)
=5r(t) — 5(t — 2 + 2u(t — 2)
= 5r(t) — 5(t — 2)u(t — 2) — 10u(t — 2)
= S5r(t) — Sr(t — 2) — 10u(r — 2) 11/67



(t) A

10

—

ekillik Fonksiyonlari

(1) A va{7) 4

Ia"|+i:'-"2‘n

| -10

e

12/67
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(1) A

10

—

vt

10

ekillik Fonksiyonlari

A v3(1) A
~ 0
+ ]
' > _10 -
0 2 t
v(t) A
10

i
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ekillik Fonksiyonlari

Odev: Verilen testere disi fonksiyonunu tekillik fonksiyonlari ile
ifade ediniz.

i(7) (A)

2

U\ I | >
v -

=)+

2u(t) — 2r(t) + 4r(t — 2) — 2r(t — 3).

>
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ekillik Fonksiyonlari

Soru: Verilen fonksiyonu basamak ve rampa fonksiyonlari ile
ifade ediniz.
3, <0
o(f) =4 -2, 0<t<1
2t — 4, t > 1

g(t) = 3u(—t) — 2[u(t) —u(t — )] + 2t — Du(t — 1)
=3u(—1t) — 2u(t) + 2t — 4 + 2u(t — 1)
= 3u(—1) — 2u(t) + 2(t — Du(t — 1)
= 3u(—1) — 2u(t) + 2r(t — 1)
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ekillik Fonksiyonlari

Odev: Verilen fonksiyonu basamak ve rampa fonksiyonlari ile
ifade ediniz.

0, t <0

8, 0<r<?2
h(t) = 4 |

2t + 6, 2 <t<6

L0, t > 6

Ru(f) + 2u(t — 2) + 2r(t — 2) — 18u(t — 6) — 2r(t — 6).
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ekillik Fonksiyonlari

Soru: Darbe fonksiyonlari iceren asagidaki integralleri
hesaplayiniz.

10
J (> + 4t — 2)8(t — 2)d!
0

J [8(t — 1)e "cost + 8(t + 1)e sin {]dt

—

1 ()
J E+4t—2)8(t—2dt =P +4—2)),.,=4+8—2=10
0

J [8(t — 1)e "cost + &(¢t + 1)e 'sin t]dt

— K

= ¢ 'cost|,_, + e "sint|,__,

=e¢ 'cosl + e'sin(—1) = 0.1988 — 2.2873 = —2.0885 s




ekillik Fonksiyonlari

Odev: Darbe fonksiyonlari iceren asagidaki integralleri
hesaplayiniz.

e 10
J (£ + 5 + 10)8(t + 3)dt, J o(t — ) cos 3¢ dt

— U

28, —1
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Laplace Donusumu

S =0 1T jw

LIA(D] = F(s) = J f(H)e ™ dt
0

Laplace donusumi, f(¢) fonksiyonunun zaman uzayindan F'(s)
fonksiyonunu veren kompleks s uzayina integral donusumudaur.
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Laplace Donusumu

e

LIAD] = F(s) = J f(e ™" dt
0
Soru: Verilen fonksiyonlarin Laplace donusumlerini bulunuz.

(@) u(?), (b) e “u(t),a = 0, and (c) 8(7).

o

S | 1 |
J le S dt = ——e

. hY
()

L
[u(?)] G Ci8)] =

l l l o0
= ——(0) + —(1) = —

S() S() s J (e 'dt=e¢ " =1
.

Lle  “u(f)] = J e e N dt
-

l E—(s—l—a]r
S+ a
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Laplace Donusumu

LIADO] = Fs) = J f(De ™ dt
0

Odev: Verilen fonksiyonlarin Laplace donusumlerini bulunuz.

r() =t e “ul®) e u(r)

/5%, 1/(s + a), 1/(s + jw).
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Laplace Donusumu

LIAD] = F(s) = J f(t)e ™ dt
0
Soru: Verilen fonksiyonlarin Laplace donusumlerini bulunuz.

f(t) = sinwtu(r)

i = E_;'mf . E—jmr
F(s) = L[sinwt] = J (sinwt)e ' dt = J ( . )e_” dt
0 0 2]
1
Y

s
J (E—{Lv—_ff&]t - e—[x-}-jmh‘) df
J 0

B 1( ] ] )_ ®
2j\s —jwo 5§+ jw s+ o
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Laplace Donusumu

LIAD] = F(s) = J f(t)e ™ dt
0
Odev: Verilen fonksiyonlarin Laplace donusumlerini bulunuz.

f(t) = 10 coswitu(t)

10s/(s* + w?)
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

DOérusalllk fl[ﬂlﬁ(f) + ﬂzﬁ(f)] — {IIFI(S) + {IEFQ(S)

élgeklendirme L[ f(at)] = éF(g)

L

L[ f(at)] = J d,/'(m)e::_"’" i x = at,dx = adt,

()

o

£[ flan)] = J fge /% = H F()e 6/ gy

0 ()
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

L[ f(at)] = éFG)

Soru: Z|sin(wt)u(t)]

bulunuz

— 53 ise Z[sin(2wt)u(t)] degerini

_ ] ® 2w
L[sin 2wtu(t)] = 2 /27 + & = SR
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Zaman ekseninde kayma LIt — a)u(t — a)] = e “F(s)

Soru: Verilen fonksiyonunun Laplace donusumunu bulunuz.

Llcosw(t — a)u(t — a)] S

Llcoswtu(r)] =
st + o’

E[Cﬂﬂm(! o ii')ﬂ{.f — ﬂ)] — E,_f.u' . \)

&
ar

ST T W

[
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Frekans Ekseninde Kayma Lle " f(Hu(®)] = F(s + a)

Soru: Verilen fonksiyonlarin Laplace donusumunu bulunuz.

Lle”“ sinwtu(?)] Lle ™ coswtu(?)]

w
(s + f;.')2 + w’

Lle " sinwtu(f)] =

o s+ a y w
Lle “ coswtu(f)] = G )2 g sinwru(f) = ER
s +a W ‘“

cos wi (1) =



Laplace Donusumunun Ozellikleri

/amana Gore Turev

E{ﬁu{:)} J —fe_”a'.f u=e *,du = —se " dt
’ I do = (df/di) dt = dft). v = £(t)

df —st h ) ~ —st
ﬁ[;ﬂ(f)] = J(e J J@O)[—se "] dt

0 0

=0 —f(07) +s J fe dt = sF(s) — f(0)

()

LIS (0] = sF(s) — f(0)
LIf"(H] = s"F(s) — sf(07) = f'(07)



La

place Donusumunun Ozellikleri

/amana Gore ]

urev LIS (] = sF(s) — f(07)

Soru: cos fonksiyonunu kullaranak sin fonksiyonunun Laplace
donusumunu bulunuz.

f(t) = coswtu(r)

(1) = —wsinwtu(t)

| |
Llsinwtu(t)] = —;J{:[_f’(r}] = —;[HF(S) — (0 )]

I ) w
= — 5 - 5 —_ l — -~ >
W\ 5 + w ST+ w
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Zamana Gore Integral

ﬁ[ rf(f) a’f} = Jm { J f(x) df} e ' dt
0 0~ -0

u = J f(x) dx, du = f(f) dt dv = e ' dt,

0
ﬁ[{ f(?) df} = {J f(x) dx](—lﬁ_”)
. , S
[ erm
U . e " f(t)dt

o

0-




Laplace Donusumunun Ozellikleri

Zamana Gore Integral

o| [roa| =5 | soea=ir
fyde| =~ | fipe ™ dt = _F(s)

(0 0

EH f(7) df} — éF(S)
0

Soru:  f(r) = u(?) ise E{J f(1) dr} nedir?
0

L[] = L

Jf;E
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Frekans Turevi

ar i

F(s) = f f(t)e ™ dt

0
dfﬂ(ﬁ) ) — 5t N . — 51
Je J f(O)(—te 7)dt = J (—tf(t))e “dt = L]—tf(1)]
" 0 0
dF
crefion = -2

ds
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

. 1)
Periyodiklik W
»

.fl{r)%
0 T 2T 3T t
> (D) = H(D) + L0 + [0 +

v ’ = fit) + filt = T)u(t — T)
f(t) A + f1(¢t — 2T)u(t — 2T) + -+~
£\ N
0 T 2T t
£(0) A fl(f) :_f(f)[h‘(f) - H(I o T)]

N

0 r 2T 3T

T
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

ey S0 E—
Periyodiklik W
»

0 r 2T 3T t

f(6) = [0 + L) + /() + -
:fl(f) —}—fl(f — T)H(f — T) ﬂ(ﬂ :f(f)[u(f) - “(f o T)]

+ f1(t — 2T)u(t — 27) + -~

F(s) = F\(s) + Fy(s)e ™" + Fi(s)e *"" + Fi(s)e " + -+

=R +e "+ e+ e 4 ]
1

1+x+x2+x3+---:l— if\x|<i1.
— X
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Ik ve Son deger teoremi f(®) = }E}}) sF(s)

f(0) = lim sF(s)

Soru: Ik deger teoremini kullanarak f(0) degerini bulunuz.

f(f) = e * cos 10t
s+ 2
(s + 2)* + 10°

J() = e ' cos 101 = F(s) =

s+ 2
f(0) = lim sF(s) = lim — : 0
| $—> s—=* 57 + 45 + 104
1 + 2/s

= |im I

== | + 4/s + 104/s*>
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S F(s)

af (1) + af»(1) a,F(s) + aF5(s) -
fa) o (3)

fit — a)u(t — a) e F(s)

e " f(1) F(s + a)

df o

o sF(s) — f(07)

g

—J: s°F(s) = $f(07) = f'(07)

dt

PE

;{ s'F(s) — s5f(07) — sf'(07) — f(07)
dﬂf 7 o= -\ N2 preny

o sF(s)—s f0)=s "f(0)

L _f{n—l}(o—) 36/67



Laplace Donusumunun Ozellikleri

S F(s)
rﬁx)dx SF(s)
0
d
() —F(s)
if) Jm F(s)ds
fy=f+n) - ne
— €
£(0) lim sF(s)
flo) lim 5F (5

J1(2) # f(1)

Fi(s)F(s)
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

f@) F(s)
o(1) 1
|
H(f) E
ol |
S+ a
|
t el
SE
n n!
! n+1
A}
IE_M ]
(s + a)’
IHE‘T_m n!
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

f(@) F(s)
sin wt 5 w 5
ST+ w
CcOS wt 5 S 5
ST+ w
sin(ot + 6) s sSin Ei + chns G
ST+ w
cos(wt + ) S COS ? — mzsm 6
5+ @
e~ sin wt ﬂ; 5
(s+a)+w
e Y cos wt Sta

(s + .t:I)2 + @’
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Soru: Verilen fonsksiyonun Laplace donusumunu bulunuz.

(1) = 8(f) + 2u(f) — 3e *'u(f)

F(s) = L[8()] + 2L[u(f)] — 3L[e “u(?)]

] ] s+ 5+ 4
=14+2— -3 =
S s+ 2 s(s + 2)
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Odev: Verilen fonsksiyonun Laplace donusumunu bulunuz.

J(t) = (cos (31) + e u(r)

25> + 55+ 9
(s + 5)(s* +9)
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Laplace Donusumunun Ozellikleri

Soru: Grafigi verilen fonsksiyonun Laplace donusumunu
bulunuz.

g(t) A g(t) = 10[u(t — 2) — u(t — 3)]
10 -

—25 —3s :
- e e _ 10, 25 34
G(s) = 10( Fanr: ) = (e 7 —e )

42/67



Laplace Donusumunun Ozellikleri

Odev: Grafigi verilen fonsksiyonun Laplace donusumunu
bulunuz.

h(t) A

20 13—,0(2 ey

10
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ers Laplace Donusumu

Verilen bir F'(s) fonksiyonunun tekrar zaman uzayindaki
eslenigini (f(t)) bulmaya ters Laplace doniisimu denir.

B N(s)
D(s)
N (s) ve D(s) birer polinomdur.
N (s) = 0 esitliginin koklerine F'(s)'in O'lari
D(s) = 0 esitliginin koklerine F'(s)'in kutuplari denir.

F(s)

Bir Laplace donusumunun ters Laplace donusumunu elde
etmek icin:

1. F'(s) kismi kesirlere donusecek sekilde sadelestirilir.
2. Her bir terimin tersi bulunur.
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ers Laplace Donusumu
Basit Kutuplar:

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

3 5 6
T 2
s s+ 1 s+ 4

3 5 6
f) = LTFE) = L (E>_£_1(5+ 1>+‘C—1(s3+4)

= (3 —5e "+ 3sin20)u(@®), =0
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ers Laplace Donusumu

Odev: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

3 55

s+4 ¢+ 025

Fis) =1+

8(7) + (4e~ ¥ — 5 cos(50)u(f).
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ers Laplace Donusumu

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

s+ 12
F(s) =
s(s + 2)(s + 3)
s+ 12 A B C

= +
ss+2)(s+3) s s+2 s+3

s = 0 olmak uzere esitligin her iki tarafi s ile carpilirsa

s+ 12 _ 12 _,
(s +2)(s +3) l;=0 (2)(3)

A = SF(s) |y=0 =
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ers Laplace Donusumu

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

F(s) s+ 12
S —
s(s + 2)(s + 3)
s+ 12 A B C

==+ -
ss+2)(s+3) s s+2 s+3

s = —2 olmak uzere esitligin her iki tarafi s + 2 ile carpilirsa

B = (s + 2)F(s) | -2t =T
— (5 ) (S. s=—2 S(S - 3) —— B (_72)(1) -
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ers Laplace Donusumu

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

s+ 12

I(s) =

s(s + 2)(s + 3)

s°+ 12 A B C

- 1 +
ss+2)(s+3) s s+2 s+3
s = —3 olmak uzere esitligin her iki tarafi s + 3 ile carpilirsa

s+ 12 9 + 12

C=(s+3)F(@) =3 = 6+ |l T Caen 7

2
F(s) = — — +
() ) s+ 2 s+ 3

()= 2 — 8¢ * + Te u(s
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ers Laplace Donusumu

Odev: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

6(s + 2)
(s + D(s + 3)(s + 4)

F(s) =
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ers Laplace Donusumu

Odev: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

48(s + 2)
(s+ D(s+3)(s+4)

F(s) =

f(t) = (8e™" + 24e™" — 32¢ (1)
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ers Laplace Donusumu
Tekrar eden (katl) kutuplar:
Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

10s” + 4
s(s + 1)(s + 2)°

V(s) =

10s” + 4
s(s + 1)(s + 2)°
A B C D

== + >+
S s+ 1 (s + 2) s+ 2

Vis) =
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Ters Laplace Donusumu

10s*> + 4
V(s) = 5
s(s + (s + 2)
A B C D
=— + + 5+
Ky s+ 1 (s + 2) s + 2
10s* + 4 4
A = sV(s) =0 = . = =1
(s + (s +2) ls=0 (1)2)
10s” + 4 14
B=(s+ D) |y = ———— — = 14
s(s + 2) ls=— (—1)(1)
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Ters Laplace Donusumu

105> + 4
M(s) = 5
s(s + I)(s + 2)
A B C D

== + + ~ +
) s+ 1 (s +2) s+ 2

2
10s> + 4 M
sts+ 1) =2 (=2)(—1D)

B a’(mf + 4)|
g=—7 dS ,5'2 + A §g=—2

C=(s+2)Ws) =2 =

D = i[(s + 22 W(s)]
ds

(7 + 5)(20s) — (105> + 4)(2s + 1) _ 2 13
(s* + ) s=—2 4
| 14 13 22

V(s) = — — + +
() 5 s+ 1 s+ 2 (s + 2)2

v(f) = (1 — 1de™ " + 13e > + 22te *"Yu(s) oo



ers Laplace Donusumu

Odev: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

B S+ 25+ 6
s(s + 1)*(s + 3)

G(s)

(2 — 3.25¢ " — 1.5t + 2.25¢ ") u(s).
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ers Laplace Donusumu

Kompleks (karmasik) kutuplar:
Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

20
(s + 3)(s* + 8s + 25)

H(s) =

20 A Bs + C
_I_

(s +3)(s>+ 8 +25) s+3  (5°+ 8 + 25)

H(s) =

20 20 _

A=+ 3H(S) |—_3 = = = 2
(s MH(S) | o= s+ 8 +25 -5 10
s =1 E_£+£
75 3 ' 25 A4=2  C=-10
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ers Laplace Donusumu

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

20
H(s) = >
(s + 3)(s” + 8 + 25)

20 A Bs + C
_I_

(s +3)(s>+ 8 +25) s+3  (5°+ 8 + 25)

H(s) =

20 A B+ C
== 4+

(4)(34) 4 34

s = 1

A=2,C=—10
20 = 344 + 4B + 4C B= -2
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ers Laplace Donusumu

Soru: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

20 A Bs + C
H(s) = 5 = + —
(s +3)(s"+8 +25) s+3 (s°+ 8 + 25)

A=2,C=—10 B=-2

2 2s + 10 2 2(s + 4) + 2
H(s) = - — = — >
s+3 (s“+8 +25 s+3 (s+4)°+9
2 2(s + 4) 2 3

s+3 (s+42+9 3(s+4>2+09

2
h(f) = (2.9-’” — 2e Y cos 3t — Ee—‘f“‘ Sin 3r)u(r)




Ters Laplace Donusumu

2
h(f) = (ze‘3f — 2e *cos 3t — 3¢ ¥ sin 3;)u(r)

h(f) = 2e " — Re ¥ cos(3t — 0))u(f)

R=V2>+()?=2108, 6=tan 'S = 18.43°

b | wolrs

h(f) = (2e > — 2.108¢ ¥ cos(3r — 18.43°)u(¢)
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ers Laplace Donusumu

Odev: Verilen fonksiyonun ters Laplace donusumunu yapiniz.

10
(s + )(s* + 4s + 13)

G(s) =

e ' — e *cos 3t — ;e_zf sin 3¢, ¢t = 0.
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

Soru: v(0)=1 ve v'(0)=-2 ise verilen denklemi ¢oziiniiz.

2
du(t) N 6::1’1:(.#)
dt’ dt

+ 8u(f) = 2u(f)

[V(s) — sv(0) — v'(0)] + 6[sV(s) — v(0)] + 8W(s) = %

v(0) = 1,v'(0) = =2,

2
s°V(s) — s + 2 + 6sV(s) — 6 + 8V(s) = N

i

| 2 57+ 4s+ 2
(SE+6S+8)V(5):5+4+;:S SS
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

5 _ gzsz+4s+2
(s + 6s +8)V(s) =5 +4 +

Ky A
‘5*2-|—4S+2 A B ¢
I(s) = =57 N
s+ 2)(s+4 s s+2 s+4
A=)y = S 2]
SV(S) [s=o0 s +2)(s+4) ;=0 2)4) 4
B= (s + Ds) [yop = 2 NETRE
A §) |s=-2 S(S+4) g=—2 (_2)(2) 2
s>+ 4s + 2 2 l

C=(s+DHNs) [s=—2 =

ema (H(-2) 4
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

1 1
2 _+_ 4
s+ 2 s+ 4

_I_

Ly | =

V(s) =

1 . .
um=lu+2e”+e*mm
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

Odev: v(0)=v'(0)=-2 ise verilen denklemi ¢éziiniiz.

2
d-u(r) N 4du(r)
dt* dt

+ 4u(t) = e '

(e " + 4te Y u(?).
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

Soru: y(0)=2 ise verilen denklemi ¢oziiniiz.

f;: + 5u(t) + 6 J V(1) dr = u(t), y(0) = 2

Is¥Y(s) — y(0)] + 5¥(s) + g}’(s) = jl

Y(s)(s* + 55 + 6) = 1 + 2s

2s + 1 A N B
s+2)(s+3) s+2 s+3

Y(s) =
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu

Soru: y(0)=2 ise verilen denklemi ¢oziiniiz.

2s + 1 A B
s+2)(s+3) s+2 s+3
A= (s + 2)Ys) | 2s + 1 —3 .
— IS‘ IS' — p— —_— — T =
’ ’ s+ 3 e=_—2 1
2s + 1 —5
B = -+ 3 Y S =3 = —_ — = 5
(S ) (i) ‘ 3 q _I_ 2 — 13 _l
—3 S —2¢ — 31
Y(s) = + y() = (=3¢~ + 5 u(r)

s+ 2 s+ 3
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Laplace ile integrodiferansiyel Denklem Cozumu
Odev: y(0)=0 ise verilen denklemi coziiniiz.
Cb«’

!
— + 3y(f) + 2 J W(7)dr = 2e 7,
dt 0

(—e "+ 4e %" — 3e u(l).
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